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Fizikai motivaciok

Hattér

Mint ahogy a fliggvény érint&je, ugyanigy a fiiggvény alatti teriilet is
fontos fizikai jelentéséggel bir:
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Hattér

Mint ahogy a fliggvény érint&je, ugyanigy a fiiggvény alatti teriilet is
fontos fizikai jelentéséggel bir:

Példaul: Ha a sebességet abrazolom a grafikonnal, akkor a grafikon alatt
lévé teriilet az at.

Nagy Noémi Integralszamitas 2/31



Fizikai motivaciok

Hattér
Mint ahogy a fliggvény érint&je, ugyanigy a fiiggvény alatti teriilet is

fontos fizikai jelentéséggel bir:

Példaul: Ha a sebességet abrazolom a grafikonnal, akkor a grafikon alatt
lévé teriilet az at.

0 1 2 3 x4

Integralszamitas 2/31



Fizikai motivaciok
Hattér
Mint ahogy a fliggvény érint&je, ugyanigy a fiiggvény alatti teriilet is

fontos fizikai jelentéséggel bir:

Példaul: Ha a er6t abrazolom a grafikonnal, akkor a grafikon alatt lévé
teriilet az erd altal elvégzett munka.
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Fizikai motivaciok

ElGjeles teriilet

Egy kis csavar: Ha a fliggvényem negativ (példaul a sebességem negativ,
tehat visszafele megyek), akkor szeretném hogy a teriilet negativ legyen
(hiszen visszafele teszem meg az utat).
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Riemann Integral

Riemann Integral, nagykép

El6szor is feltessziik, hogy f korlatos az [a,b] kompakt intervallumon.
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Riemann Integral

Riemann Integral, nagykép

El6szor is feltessziik, hogy f korlatos az [a,b] kompakt intervallumon.
Felosztjuk az intervallumot, majd a fliggvényértékek ala és folé téglalapokat
rajzolunk. A felosztast finomitva, ha a téglalapok dsszteriiletére kdzds
hatarértéket kapunk, akkor az lesz az integral értéke.
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Riemann Integral, nagykép

El6szor is feltessziik, hogy f korlatos az [a,b] kompakt intervallumon.
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Riemann Integral

Riemann Integral, nagykép

El6szor is feltessziik, hogy f korlatos az [a,b] kompakt intervallumon.
Felosztjuk az intervallumot, majd a fliggvényértékek ala és folé téglalapokat
rajzolunk. A felosztast finomitva, ha a téglalapok dsszteriiletére kdzds
hatarértéket kapunk, akkor az lesz az integral értéke.
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Riemann Integral

Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztdasa egy a=x0 < x1 <+ < Xp—1 < X, = b
pontsorozat. Ebbdl a k-adik részintervallum ly= [xx_1,xx|. Ennek hossza
Axy = xx — xk—1. Ezen felosztas finomsaga: AF = |F| = max, Axk. Egy
F,, felosztassorozat minden hataron til finomodo, ha lim,_, AF, =0
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Riemann Integral

Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztisa egy a = xp < x1 < -++ < Xp—1 < Xp = b
pontsorozat. Ebbdl a k-adik részintervallum ly= [xx_1,xx|. Ennek hossza
Axy = xx — xk—1. Ezen felosztas finomsaga: AF = |F| = max, Axk. Egy
F,, felosztassorozat minden hataron til finomodo, ha lim,_, AF, =0

Definicid

Egy [a,b] intervallum egy F felosztasdhoz és egy f folytonos fiiggvényhez
tartozé alsé kézelité dsszeg sk:

SF = Z mkAxk, my = min f(X)
P XE Iy

Nagy Noémi Integralszamitas 5/31



Riemann Integral

Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztisa egy a = xp < x1 < -++ < Xp—1 < Xp = b
pontsorozat. Ebbdl a k-adik részintervallum ly= [xx_1,xx|. Ennek hossza
Axy = xx — xk—1. Ezen felosztas finomsaga: AF = |F| = max, Axk. Egy
F,, felosztassorozat minden hataron til finomodo, ha lim,_, AF, =0

Definicid

Egy [a,b] intervallum egy F felosztasdhoz és egy f folytonos fiiggvényhez
tartozé fels6 kézelité 6sszeg Sk:

SF == Z MkAXk, Mk == mealx f(X)
k Xk

Nagy Noémi Integralszamitas 5/31



Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai

Az trivialis, hogy
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai

Az trivialis, hogy

sF < S¢ (1)

Ugyanakkor, ha F* olyan felosztas amit F-bdl kapok agy, hogy plusz
pontokat veszek hozza akkor

sF < sp+, SF > S (2)
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai

Az trivialis, hogy
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai Il

Ha F; és F, két tetsz6leges felosztas akkor
SF < SFz (3)

MiVeI SFl S(Z) SF1UF2 S(l) SF1UF2 S(Z) SF2-
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai Il

Ha F; és F, két tetsz6leges felosztas akkor
SF < SFz (3)

MiVeI SFl S(Z) SF1UF2 S(l) SF1UF2 S(Z) SF2-
Legyen h =sup{sr}, H = ir;f{SF}.
F
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai Il

Ha F; és F, két tetsz6leges felosztas akkor
SF < SFz (3)

MiVeI SFl S(Z) SF1UF2 S(l) SF1UF2 S(Z) SF2-
Legyen h =sup{sr}, H = ir;f{SF}.
F

Mivel sp < Sg minden F-re ezért h < H
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Riemann Integral

A felosztassorozat tulajdonsagai Il

Ha F; és F, két tetsz6leges felosztas akkor
SF < SFz (3)
MiVeI SFl S(Z) SF1UF2 S(l) SF1UF2 S(Z) SF2-
Legyen h =sup{sg}, H = ir;f{SF}.
F

Mivel sp < Sg minden F-re ezért h < H

Bizonyithaté: Ha F, egy minden hataron tal finomodé felosztassorozat
akkor

lim sg, =h, lim S, =H
n—o0 n—o00
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Riemann Integral

Integralhatésag

Definicid

Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté [a,b]-n ha h = H, vagyis az
alsé kozelit6 dsszegek legkisebb felsé korlatja (szuprémuma) és a felsé
kézelit6 dsszegek legnagyobb alsé korlatja (infimuma) megegyezik.
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Integralhatésag

Definicid

Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté [a,b]-n ha h = H, vagyis az
alsé kozelit6 dsszegek legkisebb felsé korlatja (szuprémuma) és a felsé
kézelit6 dsszegek legnagyobb alsé korlatja (infimuma) megegyezik.

Masképp megfogalmazva: f integralhaté, ha egy minden hataron tal
finomodé F,, felosztassorozatra:

n—oo

b
lim sg, = lim Sg, :/f(x)dx
n—o0
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Riemann Integral

Integralhatésag

Definicid

Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté [a,b]-n ha h = H, vagyis az
alsé kozelit6 dsszegek legkisebb felsé korlatja (szuprémuma) és a felsé
kézelit6 dsszegek legnagyobb alsé korlatja (infimuma) megegyezik.

Masképp megfogalmazva: f integralhaté, ha egy minden hataron tal
finomodé F,, felosztassorozatra:

n—oo

b
lim sg, = lim Sg, :/f(x)dx
n—o0
Jeldlés: Ha f integralhat6 [a,b]-n, akkor f € Ry, 4.
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Példak
Példaul: Ha f(x) = ¢ [a,b]-n akkor
sk =Sp=c(b—a)

minden F felosztasra.
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Példak
Példaul: Ha f(x) = ¢ [a,b]-n akkor
sk =Sp=c(b—a)

minden F felosztasra.

Példaul: Legyen D a Dirichlet-fliggvény

D(x) = 1 ,haxe@
70 haxeR\OQ

Akkor barhogy veszek egy F felosztast, az [a,b] intervallumban lesz
racionlalis és irracionalis szam is, ezért

se =0, Srp =1, ha [a,b] 1 hosszu.

Igy a D Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integralhaté.
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Riemann Integral

Integralhatésag matematikai feltétele

Definicié

Az F felosztashoz tartozé oszcillaciés 6sszeg:

n

0< QF = SF — SF = Z(Mk - mk)Axk
k=1
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Riemann Integral

Integralhatésag matematikai feltétele

Definicié

Az F felosztashoz tartozé oszcillaciés 6sszeg:

n

0< QF = SF — SF = Z(Mk - mk)Axk
k=1

Tehat
b
3 /f(x) dx < Ve > 0-hoz 3F melyre Qf <e.
a
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Milyen fiiggvények integralhaték?

Ha f monoton és korlatos, akkor integralhatd.
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Milyen fiiggvények integralhaték?

Ha f monoton és korlatos, akkor integralhatd.

Bizonyitas: Legyen f monoton ndvekvé, ekkor

a :
Ax, = —— (Egyenletesen osszuk fel az intervallumot)
n

n

QF :Z(Mk — My AXk =
k=1

1) =

:b;a(f(m) — f(x0) + f(x2) — F(x1) + F(x3) — F(xo) + -+

=2 (r(6) ~ £(2))

(b=a)(f(b)—f(a))

+ f(xn) — f(xn-1)) =

Ez viszont kisebb mint €, ha n >
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Riemann Integral

Integralhaté fuggvények, integral kozelité Osszeg

Megmutathaté:

© Ha f folytonos, akkor integralhaté.
@ Az integral értéke nem valtozik, ha a fliggvényt véges sok pontban
megvaltoztatom.
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Riemann Integral

Integralhaté fuggvények, integral kozelité Osszeg

Megmutathaté:

© Ha f folytonos, akkor integralhaté.
@ Az integral értéke nem valtozik, ha a fliggvényt véges sok pontban
megvaltoztatom.

Sét, f integralhatd, ha véges sok monoton vagy folytonos fliggvénybdl
képzett szakaszonként értelmezett fiiggvény.
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Riemann Integral

Integralhaté fuggvények, integral kozelité Osszeg

Megmutathaté:

© Ha f folytonos, akkor integralhaté.

@ Az integral értéke nem valtozik, ha a fliggvényt véges sok pontban

megvaltoztatom.

Sét, f integralhatd, ha véges sok monoton vagy folytonos fliggvénybdl

képzett szakaszonként értelmezett fiiggvény.

Péeldaul: ha

és fi-k monotonok, vagy folytonosak, akkor f(x) is integralhaté.

Nagy Noémi

fi(x), haxe€lax)
f(x), ha x € [x1,x]
f3(x), ha x € (x2,x3)

fi(x), haxe (x—1,x = b]

Integralszamitas

12/31



Riemann Integral

A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
) Ha f € R, p), akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b a
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Riemann Integral

A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
) Ha f € R, p), akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b a
a

) [f(x)dx=0

a
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Riemann Integral

A hatarozott integral tulajdonsagai
a b
) Ha f € R, p), akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b a

a
) [F(x)dx =0

a
) Ha f € R[a,c] és f € R[c,b] (a < c< b) =fe R[a,b] és

c

/b F(x) dx = / F(x) dx+ /b £(x) dx

a
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Riemann Integral

A hatarozott integral tulajdonsagai
a b
) Ha f € R, p), akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b a

a
) [F(x)dx =0

a
) Ha f € R[a,c] és f € R[c,b] (a < c< b) =fe R[a,b] és

c

/b F(x) dx = / F(x) dx+ /b £(x) dx

a

b
) Ha f € R, p és f(x) >0haxefabl = [f(x)dx>0
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Riemann Integral

A hatarozott integral tulajdonsagai
a b
) Ha f € R, p), akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b a

a
) [F(x)dx =0

a
) Ha f € R[a,c] és f € R[c,b] (a < c< b) =fe R[a,b] és

c

/b F(x) dx = / F(x) dx+ /b £(x) dx

a

b
) Ha f € R, p és f(x) >0haxefabl = [f(x)dx>0

b

) Ha f € Ry, p), akkor | [ f(x)dx| <
a

L — >

[F(x)| dx
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Newton-Leibniz formula

Integral kozelité Osszeg

Definicié

Az f fliggvény F felosztishoz tartozé integralkézelits dsszege:
n
OF = Z f(Ck)(Xk — Xk—l)
k=1

ahol ¢y € Iy = [xk—1,xk] reprezentans pont, f(cx) a reprezentans
fiiggvényérték.
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Newton-Leibniz formula

Integral kozelité Osszeg

Definicié

Az f fiiggvény F felosztashoz tartozé integralkbzelité 6sszege:
n
OF = Z f(Ck)(Xk — Xk—l)
k=1

ahol ¢y € Iy = [xk—1,xk] reprezentans pont, f(cx) a reprezentans
fiiggvényérték.

Nyilvanvalé: sp < o < S, ezért:
Ha f € R[, 5 = Rendér elv. = az &sszes minden hatéron tal finomods F,
felosztassorozatra:

lim of, :/f(x)dx

n—o00
a
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Newton-Leibniz formula

Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi formula.
Ehhez, kell el8szor egy definicié:
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Newton-Leibniz formula

Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi formula.
Ehhez, kell el8szor egy definicié:

Definicié

Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).
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Newton-Leibniz formula

Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi formula.
Ehhez, kell el8szor egy definicié:

Definicié

Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).

Példa: x? 4 1 primitiv fiiggvénye a X3—3 + x és % + x + 100 is.

Tétel (Newton-Leibniz formula)

Legyen g(x) € Ry, p) és legyen G(x) az g(x) primitiv fiiggvénye, ekkor:

b
/ sbdid= ) — @)
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Példa

3
fx2+1dx:?
1

Nagy Noémi Integralszamitas 16 /31



Példa

3

fx2 +1dx =7

1

Tehat itt f(x) = x?> + 1. A Newton-Leibniz formula szerint:

b
J f(x)dx = F(b) — F(a) ahol F(x) az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye.
a
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Példa

3

[x?+1dx =?

1

Tehat itt f(x) = x?> + 1. A Newton-Leibniz formula szerint:

b

J f(x)dx = F(b) — F(a) ahol F(x) az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye.
a

x3

Az x? + 1 primitiv fiiggvénye példaul a 5 +x. Igy:

/3x2+1dx:F(3)—F(1): <);3+x)
1
() ()
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fiiggvény(ek) fontosak abban, hogy ki tudjuk
szamitani a fliggvények alatti teriiletet.
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fiiggvény(ek) fontosak abban, hogy ki tudjuk
szamitani a fliggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény, akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fiiggvény(ek) fontosak abban, hogy ki tudjuk
szamitani a fliggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény, akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fiiggvény(ek) fontosak abban, hogy ki tudjuk
szamitani a fliggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény, akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.

Peldaul:
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fiiggvény(ek) fontosak abban, hogy ki tudjuk
szamitani a fliggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény, akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.

Peéldaul:
= X2 +C
dx = —
/x X 5

Ezt ellenérizni agy lehet, hogy visszaderivaljuk tehat (X—; +0)y =%
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga

A dervivalasi szabalyok és a definicié miatt:
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga

A dervivalasi szabalyok és a definicié miatt:

[+ gt ix= [ et [ gtx)ex
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga

A dervivalasi szabalyok és a definicié miatt:

[+ gt ix= [ et [ gtx)ex

/c-f(x)dx:c-/f(x)dx
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Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga

A dervivalasi szabalyok és a definicié miatt:

[+ gt ix= [ et [ gtx)ex

/c-f(x)dx:c-/f(x)dx

Xa+1
/x"dx—a+1+C a# -1
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Hatarozatlan integral

Példak: [ x*dx = ’;:11 +C

/1+2x+5x2+7x3dx:
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Hatarozatlan integral

Példak: [ x*dx = ’;:11 +C

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

Nagy Noémi Integralszamitas 19/31



Hatarozatlan integral

Példak: [ x*dx = ’;:11 +C

3 4

2
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

:X—{—X2—|—§X3—|—£X4—|—C
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Hatarozatlan integral

Példak: [x*dx =" +C

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

:x+x2—|—gx3—|—£X4—|—C

1
/\/§<+W+x“+xe“dx:
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Hatarozatlan integral

Példak: [x*dx =" +C

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

:x+x2—|—gx3—|—£X4—|—C

Jo

+x”+xe+1dx:/xé+x§+x“+xe+1dx:

1
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Hatarozatlan integral

Példak: [x*dx =" +C

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

5 7
:X—{—X2—|—§X3—|—ZX4—|—C

3 Xe+2
+5+ + +C
3

1 1 4
VX4 — 4+ x" 4+ xThdx = [ x2 +x73 + x" + x®Tldx =
3/X4
x3
? T+1 e+2
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Hatarozatlan integral

Példak: [x*dx =" +C

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C

5 7
:X—{—X2—|—§X3—|—ZX4—|—C

1 1 4
VX4 — 4+ x" 4+ xThdx = [ x2 +x73 + x" + x®Tldx =
3/X4
x3
3
2

x"3 X7r+1 Xe+2
=5+ + - +C
-3 7+l e+2
2%3 KL yet2 c
= — 3
3 +7r—|—1+e+2+
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Egy fontos példa

Példa: )
/ —dx =7
X

1
Tudjuk, hogy In’(x) = " igy logikus lenne, hogy [ L dx = In(x) + C, ahol
C € R egy tetsz6leges konstans. De ez azt jelentené, hogy a primitiv

fliggvény csak a pozitiv szamokra értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani

valamit a negativ szamok esetén.
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Egy fontos példa

Peélda: )
/ —dx =7
X

Tudjuk, hogy In’(x) = % igy logikus lenne, hogy [ L dx = In(x) + C, ahol
C € R egy tetsz6leges konstans. De ez azt jelentené, hogy a primitiv
fliggvény csak a pozitiv szamokra értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani
valamit a negativ szamok esetén.

Vizsgaljuk meg In(—x) derivaltjat! Ez a fiiggvény csak a negativ szamokra
értelmezett.
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Egy fontos példa

Példa: )
/ —dx =7
X

1
Tudjuk, hogy In’(x) = " igy logikus lenne, hogy [ L dx = In(x) + C, ahol
C € R egy tetsz6leges konstans. De ez azt jelentené, hogy a primitiv

fliggvény csak a pozitiv szamokra értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani

valamit a negativ szamok esetén.

Vizsgaljuk meg In(—x) derivaltjat! Ez a fiiggvény csak a negativ szamokra
értelmezett.

(In(-x)) = - (-xy= =1

—X —X X
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Egy fontos példa

Peélda: )
/ —dx =7
X

1
Tudjuk, hogy In’(x) = " igy logikus lenne, hogy [ L dx = In(x) + C, ahol
C € R egy tetsz6leges konstans. De ez azt jelentené, hogy a primitiv

fliggvény csak a pozitiv szamokra értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani

valamit a negativ szamok esetén.

Vizsgaljuk meg In(—x) derivaltjat! Ez a fiiggvény csak a negativ szamokra
értelmezett.

(In(-x)) = —(—x) = —= =2

—X —X X

Ennek is % a derivaltja!
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Egy fontos példa Il

Tehat L primitiv fiiggvénye In(x) ha x pozitiv, és In(—x) ha x negativ. Igy:
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Egy fontos példa Il

Tehat L primitiv fiiggvénye In(x) ha x pozitiv, és In(—x) ha x negativ. Igy:

1
/:In]x\
X
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Egy fontos példa Il

Tehat L primitiv fiiggvénye In(x) ha x pozitiv, és In(—x) ha x negativ. Igy:

1
/:In]x\
X

1 1 1 In|x+ 3|
dx = = dx=——314¢
/3x+4X 3/X+‘31 X 3

Peélda:
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Tovabbi szabalyok

faxdx:%—i—C
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Tovabbi szabalyok

faxdx:%—i—C

Peélda:

2. 5X | §.0xX 2\ ¥ 2\ X
5% 5 in(2) \5
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Tovabbi szabaly

[ flax+ b)ydx = F&EB) | € C e R, ahol [f(x)dx = F(x)

a
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Tovabbi szabaly

[ flax+b)dx = F&H) 4 € C e R, ahol [f(x
Peélda:
5
2x +5)3
JEE
2
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Tovabbi szabaly

[ fax+ b)dx = F@2HE) o € C e R, ahol [ f(x)dx

a

Peélda:
5
3 2x +5)2
2
_(2x+5)3
5

+C

+C

F(x)
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Tovabbi szabaly

[ flax+ b)dx = D) o € C e R, ahol [ f(x)dx

Peélda:
5
3 2x +5)2
2
_(2x+5)3
5
/sinh(5x —7)dx =

+C

+C

F(x)
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Tovabbi szabaly

[ flax+ b)dx = F@HB) | € C e R, ahol [ f(x)dx = F(x)

Példa:
5
2 5)2
/(2x+5)3dx—(x+5)2+C
23
5
5 5
:M + C
5
h -7
/sinh(5x —7)dx _COS(SSX) +C
Integralszamitas 23/31



Példak: [ f(ax + b) dx = ("’”b) + C , ahol
[ f(x)dx = F(x)

[ o =
cos?(4 —3x)
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Példak: [ f(ax + b) dx = ("’”b) + C , ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/ cos?(4 — 3x) X -3 *
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Példak: [ f( f ax + b) dx = ("’”b) + C , ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/ cos?(4 — 3x) X -3 *

1
/4—3de_
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/ cos?(4 — 3x) X -3 *

1 In |4 — 3x|
= C
/4_3de 3
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/cos2(4—3x) X -3 *
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

e7er1
5 dx =
e X
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/cos2(4—3x) X -3 *
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

e7er1 1
/ 5 dx = / e Hldx =
e X
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 tan(4 — 3x)
————dx=——-—"+C
/cos2(4—3x) X -3 *
1 _In|4 — 3x]
/4—3x =g e

e7er1 St 1 eSerl
/e2X dx:/e dx = z + C
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Hatarozatlan integral

Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol

[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/ cos?(4 — 3x) = -3 ¢

1 In |4 — 3x|
/4_3de_ 3 ¢

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

/\/5—72xdx—
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Hatarozatlan integral

Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol

[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/ cos?(4 — 3x) = -3 ¢

1 In |4 — 3x|
/4_3de_ 3 ¢

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

NIWw

/\/—72de—(5 22X) + C

2
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/cos2(4—3x) = -3 +c
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

3
_ > /(5 3
/\/5—2xdx—(522;()2_i_c—_(532x)+c

T e2
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/cos2(4—3x) = -3 +c
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

/mdx—“‘f)gm—_v(‘r"w
2

3

+C
T2

/(1 + e¥)?dx =
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/cos2(4—3x) = -3 +c
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

/mdx—“‘f)gm—_v(‘r"w
2

3

+C
T2

/(1+ex)2dx:/1—|—2ex—|—e2"dx:
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Példak: [ f(ax + b)dx = F&*B) | ¢ | ahol
[ f(x)dx = F(x)

1 _ tan(4 — 3x)
/cos2(4—3x) = -3 +c
1 _In|4 — 3x]
/4_3de_ 5 tC

oTx+1 - e5x+1
/ por dx:/exJr dx = 5 +C

3
_ > /(5 3
/\/5—2xdx—(522;()2_i_c—_(532x)+c

)
2x

/(1+ex)2dx=/1+2ex+ezxdxzx+2ex+62—|—C
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Tovabbi szabaly

JEE dx=n|f(x)| + C
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Tovabbi szabaly

JEE dx=n|f(x)| + C

Peélda:

2 2
X 1 3x
/x3+3 X 3/x3+3 %
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Hatarozatlan integral

Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

/Xlnl(x) dx =
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Hatarozatlan integral

Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

=/ m(ix) =
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Hatarozatlan integral

Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

- g
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

Nagy Noémi Integralszamitas 26/31



Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

- g
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx =
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Hatarozatlan integral

Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

- g
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;r;(();)) dx =
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Hatarozatlan integral

Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

L e
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;r;(();)) dx = In|cos(x)| + C
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Példak: [ EX dx = In|f(x)| + C
Fx)

L e
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;r;(();)) dx = In|cos(x)| + C

/ 2x + 3 dx —
x243x
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Példak: [ EX dx = In|f(x)| + C
Fx)

L e
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;z(();)) dx = In|cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x
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Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

L e
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;z(();)) dx = In|cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x

2x
/edx:
5+ e2x
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Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

L e
/xln(x) dx:/ln(x)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;z(();)) dx = In|cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x

/ e2x J 1/ 2e2x J
— X =— — adX =
5+ e 2) 5+ e¥
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Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

L e
/xln(x) dx:/ln(X)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;z(();)) dx = In|cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x

2x 2x 2x
e 1 2e In |5 4 e*¥|
/5+e2x X 2/5—|—e2>< X 2
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Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

/xlnl(x) dX:/In%x) dx = Infin()| + €
/tan(X)dX:/zz;(();)) dx = In | cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x

2x 2x 2x
e 1 2e In |5+ ™|
——dx == dx=——7-—+C
/5+e2x X 2/5—|—e2X X >
/ sin(x) q
——— adX
1 — cos(x)
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Peldak: [ Zd dx = In|f(x)| + C

L e
/xln(x) dx:/ln(X)dx— In|In(x)|+ C

/tan(x) dx :/ z;z(();)) dx = In|cos(x)| + C

2
/ XF3 dx =1In|x* +3x| + C
x2 + 3x

2x 2x 2x
e 1 2e In |5 4 e*¥|
/5+e2x X 2/5—|—e2>< X 2

sin(x) B
/1—(:0s(x)dx_|n|1 —cos(x)|+ C
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Tovabbi szabaly

JF)F () dx =00 4 ¢
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Tovabbi szabaly

JF)F () dx =00 4 ¢

Peélda:

sin*(x)

1 +C

/sin3(x) cos(x) dx =
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Hatarozatlan integral

a fa+1
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

/X\/ﬁdx:
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Hatarozatlan integral

a fa+1
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

1
/X\/ﬁdx:—2/—2x(3—x2)édx
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Hatarozatlan integral

o fa+1
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

N
o
X

I

|

[
_I_
@)

/X\/ﬁdx:—;/—Zx(3—x2)
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Hatarozatlan integral

a fa+1
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

Niw

2
/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2)édx —M—%C

3
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Hatarozatlan integral

Példak: [ f/(x)f*(x)dx = " 4 ¢

N
o
X

I

-S4 C

/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2)

tan? 1
/arc;j_nx(;() dx :/ T2 arctan?(x) dx =
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Hatarozatlan integral

a Fot(x
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

Niw

2
/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2);dx: —M—%C

3

arctan?(x) 1 9 arctan3(x)
/]-_{—X2dX:/\ 1+X2 arctan (X)dX: f + C
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Hatarozatlan integral

a Fot(x
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

Niw

2
/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2)édx: —M—%C

3

arctan?(x) 1 9 arctan3(x)
/]-_{—X2dX:/\ 1+X2 arctan (X)dX: f + C

[ o

cos?
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Hatarozatlan integral

a Fot(x
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

Niw

2
/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2)édx: —M—%C

3

arctan?(x) 1 9 arctan3(x)
/]-_{—X2dX:/\ 1+X2 arctan (X)dX: f + C

/W % (x)dx =

cos? cos2
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Hatarozatlan integral

a Fot(x
Példak: [ f/(x)f*(x)dx= """ 1 ¢

Niw

2
/xﬂdx:—;/—Zx(3—x2)édx: —M—%C

3

arctan?(x) 1 9 arctan3(x)
/]-_{—X2dX:/\ 1+X2 arctan (X)dX: f + C

3
/\/tan % (x) dx = tan

cos? cos2

wis

(%)

+C

Wl
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Tovabbi szabaly

[ F(6(x))¢'(x) dx = F(¢(x)) + C,C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
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Tovabbi szabaly

[ F(6(x))¢'(x) dx = F(¢(x)) + C,C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
Példa:

e2v/x+1
\/;(
ahol /f(x) dx :/exdx =& = F(x)

és ¢(x) 2\f+1—2x% ¢’(x):x7% =

dX:/ 2f+1fdx_e2f+l+c
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Tovabbi szabaly

JF(8(x)¢'(x) dx = F(¢(x)) + C, C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
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Tovabbi szabaly

J £ (o( x)dx = F(¢(x)) + C, C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
Peélda:

1
/cos(x2—|—4x—7)-(X+2)dx:2/cos(x2+4x—7)-(2x+4)dx:
1
=3 sin(x2 +4x—-T7)+C

ahol /f(x) dx :/cos(x) dx = sin(x) = F(x)
6s o(x) =x>+4x -7, ¢'(x)=2x+4
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Tovabbi szabaly

J f(p(x))¢' (x)dx = F(¢(x)) + C, C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
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Tovabbi szabaly

J f(p(x))¢' (x)dx = F(¢(x)) + C, C € R, ahol [ f(x)dx = F(x)
Példa:

1 ~ [cos(x) 1 B
/ sin(x) cos(x) dx _/ sin(x) cos?(x) dx =
:/11dx = In(tan(x)|) + C

tan(x) cos?(x)

ahol /f(x) dx:/idx: Inlx| = F(x)

és ¢(x) =tan(x), ¢'(x) = cosi()
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